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Resumen—En este trabajo se obtiene el modelo dinamico
de un manipulador paralelo mévil omnidireccional de 5
grados de libertad (gdl) con base en la formulacion de
Euler-Lagrange. La dinamica asociada del manipulador y
del movil se integran para obtener el modelo completo del
sistema. Se expone la importancia de acoplar ambos sistemas.
Por otra parte se propone una ley de control basada en el
modelo que garantiza estabilidad asintética en el origen. Se
presenta el analisis de resultados en simulacion.
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I. INTRODUCCION

Los manipuladores méviles son sistemas combinados que
consisten de un brazo robético montado sobre una plata-
forma movil. La plataforma mévil puede ser un vehiculo
submarino (McMillan, et. al., 1995), un véhiculo espa-
cial (Moosavian y Papadopoulos, 2007), un barco (From
et. al.,, 2009) o un vehiculo terrestre (mévil) (Wronka y
Dunnigan, 2011). Es claro que la dindmica del mévil se
puede afectar por las fuerzas debidas al manipulador y a
su vez la dindmica del manipulador se puede afectar por
fuerzas externas debidas a la plataforma moévil o al medio
ambiente en donde se encuentran, tales como, efectos de
arrastre en la dinamica de fluidos, efectos al no considerar
gravedad, superficie irregular, entre otras. Asi, el interés
en analizar tales sistemas proviene de sus aplicaciones en
entornos industriales y sociales, asi como de sus retos en
investigacion, los cuales se encuentran en su modelado,
planeacién de movimiento, navegacion y control.

Este articulo se enfoca al caso de manipuladores moviles
(brazo robético montado sobre un vehiculo mévil). Una
revision de la literatura relacionada con manipuladores
moviles puede encontrarse en (Tchon y Jakubiak, 2003).

En relacién al modelado de manipuladores mdviles,
aunque es comun que la mayoria de trabajos empleen
la metodologia de Euler-Lagrange, existen variaciones en
las suposiciones (en funcién de la aplicaciéon que se le
dard al modelo), lo cual da origen a diversos modelos.
En (Wronka y Dunnigan, 2011), se presenta el modelo de
un manipulador sobre una base mévil al considerar que la
inercia de la base es tan grande, que no es influenciada por
el movimiento del manipulador. Uno de los objetivos de este
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trabajo es eliminar la suposiciéon mencionada anteriormente
y obtener un modelo acoplado, donde la inercia de la base
afecte al manipulador y viceversa.

En relacién al control de manipuladores méviles, es bien
conocido que los controladores de mayor desempefio estin
basados en el modelo dindmico, por lo que el desempefio
del controlador dependera del modelo obtenido. En (Mazur,
2004) se presenta un algoritmo de control adaptable para
seguimiento de trayectorias en el espacio de la tarea que
toma en cuenta la dindmica no acoplada del manipulador
movil. Otro objetivo de este trabajo es proponer una ley de
control que considere el modelo dindmico acoplado de la
base y del manipulador.

En la Seccion II se obtiene el modelo dindmico acoplado
del manipulador mévil. La Seccién III, presenta el problema
de seguimiento de trayectorias y se propone el controlador
basado en la dindmica acoplada. La Seccién IV, presenta
resultados de simulacion. Finalmente, en la Seccién V se
presentan las conclusiones del trabajo.

II. MODELO DINAMICO DEL MANIPULADOR MOVIL
OMNIDIRECCIONAL

Considere el manipulador mévil mostrado en la Fig. 1.
El robot mévil considera tres grados de libertad (z, y, ¢ en
la coordenada inercial) con tres ruedas omnidireccionales,
las cuales tienen dos grados de libertad (G.D.L.), uno en
la direccién axial y otro en la direccién tangencial. El
manipulador montado sobre el mévil consiste de un brazo
robotico paralelo de tres G.D.L. (q1, ¢2,¢3). En total, el
efector final del manipulador mévil presenta cinco grado
de libertad (g, YE, ZE, sz’ UJE'y)

Sea Oy, Ony, Op, Oo,, O; € R® Vi = 0,...,5,
7 =1,...,3 el origen del sistema coordenado inercial, del
manipulador mévil, del efector final, del ¢ — ésimo eslabon
y de la j — ésima rueda, respectivamente, m;, “1I;, I;,
Vi = 0,...,5 es la masa, el tensor de inercia en el centro de
masa expresado en el mismo centro de masa y la longitud
de los eslabones, respectivamente. Oi P, € R3 es el vector
de posicion del centro de masa del ¢ — ésimo eslabon con
respecto a O; y ¢ es la orientacién del robot con respecto
al sistema coordenado inercial.
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Figura 1: Diagrama esquemdtico del manigﬁlador movil.

En la Fig. 2 se muestra una vista superior del robot mévil,
donde L es la longitud del eje Zop,, al eje Z; Vi =1,2,3,
F, = [F,,,F,,,F,,]T es el vector de fuerzas de las llantas,
F,, € R? es el vector de fuerzas resultante de F}., Vo, €
R3 es el vector de velocidad lineal en O,,,/ resultante de las
componentes de velocidad de las llantas v; V ¢ = 1,2, 3.

Para obtener el modelo dindmico del manipulador mévil
se asume que no existe deslizamiento en las ruedas. Con-
sidere que el sistema coordenado O,,  se encuentra en
el centro de gravedad del mdvil. El sistema coordenado
O, € R3 estd alineado al sistema coordenado O,, y
tiene las coordenadas ™ P,, = [51,52,0]T con respecto
al sistema coordenado O,,, como se observa en la Fig. 2.
Asf las velocidades lineales absolutas del centro de masa
de cada cuerpo (mévil y eslabones) estd dado por las ecs.
(1)-(6), donde ™V., € R3, w; € R® es el vector de
velocidad lineal y angular absoluta del centro de masa del
1 — ésimo cuerpo, expresada en las coordenadas del movil,
respectivamente.

Figura 2: Vista hacia arriba del mévil.

D.R. © AMCA Octubre de 2012

mVCO = VOm + wo X um/ (1)
Ve, =" Vg +wo x %" Po, +9% RT w1 x {™R 9P,
2)

"Vey =" Veg +wo x O Poy +9% R wa x §mR PP,
3)

"Vey =" Veg +wo x %" Po, +9" RT wa x §™R 9 Po,
+0% R" ws x §mR PP, 4)
Ve, =" Veg +wo x O Poy +0% RT wi x {™R ' Po,
+ou RT wa x "R 9P, )

"Vey =" Veg +wo x O™ Poy +0% RT wi x {™R ' Po,
+3% R wy x {™ R 9*Po, +9* R" ws x §™ R P9 P,
(0)
donde Vo, = [im om 0], wo = [0 0 ],
Om Poy = [lm,:0,lm.]", ©2Pp, = [12,0,0]T, O1Py, =
[11,0,0]T, O4Po [14,0 O]T Oip,, [pcm,() pe.. ]V
t1=1,...,5 mR OmR OR ’LU1—’LUQ+1wRQ1Z Wo =
’LUo—l—QOwR QQZ, w3z = wo+y wR qu, Wy = w0+4”R QQZ,
ws =wi +S" R 32, Z=[0 0 1]", 9" R = R.(%),
;3;3 = R.(¢m), YR =3 R = R.(q1), SR = R.(q),
iR = R.(q2+m), gR = R,(g2+q3+). Rm/y/z(e) € R3x3
es la matriz de rotacién en el eje x o y o z.de 6 radianes y
X Py € R? es el vector de posicién del origen del sistema
de coordenada Y con respecto al sistema de coordenada X.
La energia cinética K y la potencial V' del manipulador
moévil estd dada en (7) y en (8), donde fw; :iOw RT
w; Vi = 0,...,5, es la velocidad angular del mévil y
del i — ésimo eslabén escrito_en su mismo sistema de
coordenada, 6 = [q4 qs qg]T es el vector de velocidad
de las ruedas y J = diag(J,J,J) € R**3 es la matriz
diagonal con los momentos de inercia de las ruedas y h;
Vi=0,..,5es laaltura en Zp, del centro de masa del
i — ésimo eslabén, definiendose Z = [0,0,1]7

5

5
N~ T Lo rep i, Lo 54
Kf;2ml\/ci\/ci+;2 wi L w567 T 6 ()
5
V=" migh, (8)
=0
donde:
ho =0 ©)

+ 9mRO9iP, (10)
(11)
(12)

hs = Z (O™ Po, + 9 RO Po, +9™ RO4 Po, +9m RO5P05)
(13)

)Vz—12

hs =2 (O Po, + 9™ RO2Po, +9m ROSPCS)

ha =2 (" Poy + "R Po, +{™ RO'P.,)

El Lagrangiano L estd dado por:

L=K-V (14)
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Separando las coordenadas generalizadas en g =

T T

meR VeR] = [tm ym Om @ @ @],
T .

0 = [q4 qs qs] y considerando el vector de fuerzas

y pares generalizadas F 1, F2 € R3, las ecuaciones de

movimiento de Lagrange estdn dadas por la ecuacién (15)

y (16).

d (0L oL _
a(%)*a—q*“ (15
d (0L oL _
a(%)*%:“ (16)

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para el
caso en particular del manipulador mévil, considerando
s1 = S =0y &, = S1, Yn = S2se muestra en
(17) y (18), donde el vector de fuerzas y pares genera-
lizadas [ ; estd dada en (19), ] € R3*3 es una matriz
identidad, 7 = [r1 7> 73]  es el vector de pares en
[0 ™ 78],
F,. = [Frl F, FTB]T es el vector de pares y de fuerzas
del mévily R =7 I € R®>*3 es la matriz diagonal con los
radios r de las ruedas, respectivamente.

las articulaciones del manipulador, 7 =

Mi+C¢+G="F: a7
Ji=7—RF, (18)

_[A o] [F
e 8L

_1 _1

_ 2 2
A= |85 _B (20)

L1 EQ Eg

La matriz A de la ec. (20) se obtiene al realizar un andlisis
estdtico de fuerzas y momentos en el centro de masa del
movil, como se observa en la Fig. 2.

Considerando el mapeo (21) que relaciona las ace-
leraciones en el espacio Cartesiano del moévil %, =
[jém Um ém]T con las aceleraciones en el espacio ar-
ticular de la rueda del mévil é, la ecuacion (18), resulta en
(22).

6=Rr"" AT i, )

N

JR* AT i, =7—RF, (22)

Sustituyendo F). de la ec. (22) en la ec. (17) resulta la
ec. (23) donde M;; C M € RS%S, C;; Cc C € RS*S,
GiCGeRS Vi=1,..,6,j=1,...,6, son los elementos
de las matrices o vectores y se encuentran en el apéndice.

(23)

A p—1 (= To—1 3Tz
M(j+ch+G:{A 0} [R (7 — JR™' ATij,)

0 I T
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TransformandoTh'm en el espacio de coordenada inercial
T = [ac Y qﬂ al considerar (24) resulta la ec. (25).

i = 0" R 1w (24)
im = G R i+ B b (25)
Incorporando (25) y (24) en (23).
(Vo + H)O® BT M, i
Mc 8:1RT Md 9
L |G OvRT + (Mo + H)," R G, |:77}u:| e
Ce g R" + M. 3* R" Cal LV
[ AR™Y  0e R3] [F
- |:0 c R3><3 I c R3><3 T (26)

donde H = AR'JR'AT, M, € R¥3 C {M;; V
i=1,2,3,7=1,2,3}, M € R¥3 C {M;; Vi=1,2,3,
j=4,5,6}, M. € R¥3 C {M;;Vi=4,56,7=1,2,3},
My € R¥>3 C {M;; Vi = 4,56, j = 4,56}, C, €
R3*3 C {C” Vi=1,2,3,5 = 1,2,3}, Cb € R¥3 C {C”
Vi=1,2,3j=4,56},C. € R¥3C{C;y; Vi=4,5,6,
j=1,2,3}, Cq € R**3 C{C;; Vi=4,56,7=4,506}

II-A. Representacion en variables de estado

vector de
] T

estado  x =
, el vector de entrada

Definiendo el .
[CC, Y, ¢7 q1, 492,43, i‘a ya ¢7 qla q27 q3

u = [u1,u2, u3, g, us, ug|’ = 11,72, 73,74, 75,76]7 y el
vector de salida ~y, el sistema (26) resulta:
X =F00 +a00u @7
v=0Cx (28)
donde:
[0 c R6><6 I c R6><6]
~ _ _ -1
fo) = || (M. + H)gi RT M, P (29)
L Mc 8:LRT Md
r 0 c R6x12
_ -1
g0 = | | (Mo + H)O" RT Mg, AR 0
= O W% _ 0 I u
| M. OUR M,
(30)
C=1eR™ " (31)
G Cad RT + (Mo + H) " BT G, [ﬁﬂ e
Ceg R™ + M.g» R" Ca| LY
(32)
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I1I.

Se propone el sistema de control expresado en (33) tal
que el sistema en lazo cerrado, considerando la transfor-
macién z = xq — x € R'?, resulta en (34), donde ¥ =
[1_’1 Uy Uy Vg Vg T’qs] s Vg = &a + kpec + kag e,
ee=E8—&ée=-EVEe{r vy 6 @ @ )y
kpe >0, ka, > 0 es la ganancia proporcional y derivativa.

o

PROBLEMA DE SEGUIMIENTO

AR™!

_ T _ -1
(Mo +H)," RY M,
M. SRT My 0€ R¥?

—1

(Mo +H)o* RT M,

YTl SerRt
Cu 9 RT + (Mo + H)O® BT Cb] [
—|%eom * Mot T, T —a
Ce 0" R" + M, g“ R Ca| LV
(33)
. 0 € R%¢ I € R®
= {—diag(kpg) € R®°  —diag(ka,) € RGXG] z (4
= Az (35)

Se observa que el sistema en lazo cerrado (34) es una
ecuacion diferencial lineal y auténoma, tal que el tnico
punto de equilibrio es z = 0 € R!'2. Considere la funcién
candidata de Lyapunov mostrada en (36).

V(z) = %ZTPZ (36)
La derivada con respecto al tiempo resulta en (37).
V=-2"Qz (37)
donde
ATP+PA=-Q (38)

Utilizando el teorema generalizado de Krasovskii, se
pueden obtener dos matrices simétricas y definidas positivas
Pc R2?yQec R2tal que V2 # 0 la matriz F(z) =
AT P+ PA+Q es definida negativa y V(z) — oo cuando
|z]] = ooy por lo tanto la funcién (36) es una funcién de
Lyapunov y el punto de equilibrio z = 0 del sistema en
lazo cerrado es asintéticamente estable en forma global y
entonces tlﬁ?o z(t) = 0.

IV. RESULTADOS EN SIMULACION

Para realizar los resultados de simulacién del modelo del
manipulador mévil con el esquema de control propuesto,
se considera las trayectorias deseadas mostradas en las
ecuaciones (39)-(44). Se utiliza el método de integracion
de Runge Kutta de cuarto orden con condiciones iniciales
x(0) =[0,0,0,%,7,0,0,0,0,0,0,0]”, paso de integracién
de 5ms y tiempo final t; = 150s. Los pardmetros del
manipulador mévil asi como del controlador se muestran

en la Tabla I.
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0c 1%3X3 B
Ie R3X3}

TABLA I: Pardmetros del manipulador mévil.

[Kgm?] [Kgm?] [m]
Iy, = 0,0127 I3 =13 11 =0,2
zz Ty Tz
I,  =2,52E —4 I, =585E—4 Iy = 0,05
I, =0,0017 I, = 0,0096 I3 = 0,2
zz vy
I, =8,5E—13 I, =1,97E —7 Iy = 0,25
zy zy
Iy =2,15E — 4 Iy = -7,89E —4 | l5=0,072
zz 2
I, =8E—13 Iy  =571E -9 Peyy, = 0,0687
yz yz :
I, =9,43E — 5 Is =1,88E —5 Pey, = 0,0130
Tz za
Iy =1,82E —4 =1,13E — 4 Peg, = 0,0163
Yy Yy ’
Iy =1,03E — 4 Is  =1,05E —4 Pey, = 0,0031
zz zz z
Iy = -—7E —13 Is. =2,19E — 8 Pegy, = 0.1
Ty xry *
Iy  =8,91E —6 Is = -6E—7 Peg, =0
zz Tz z
Iy = —1,94E —12 | I5 =3,33E -9 Pey, = —0,041
yz yz T
I3 =1,53E —4 I3 =0,0012 Pey, = 0,0163
Tz 2z
I3 =0,0013 I35 =0 Peg, = 0,0185
Zyy yz :
J=5,82E — 4 Peg, = 0,0002
[Kg] lmg = 0,1002
ms3 = 0,1647 mo = 11,8316 lm, =0,0583
my = 0,6104 mi = 0,2404 L = 0,28698
ms = 0,1350 mo = 0,1769 7= 0,0625
kp; =1,5791Vi =1,...,6 g =9,81m/s2
kg, =2,5133Vi=1,...,6
i

T = 0,5sin (%mﬁ) + sin (%ﬂ't) 39)
y = —0,5cos (271'15) — cos (iﬂ't> (40)
’ 5 20
_ ) 1
¢ = wsin <%ﬂ't> 41
™ 1
Q= 1 sin <2—ﬂ't> 42)
Q2 = 3 sin <2—ﬂ't) (43)
_ 1
q3 3 sin <%7rt) (44)

En la Fig. 3 se muestra el error de posicién en el
seguimiento de la trayectoria. Se observa que el desempefio
del controlador propuesto hace que el error de posicién con-
verga en un intervalo de error acotado a 1e—3. Esto se debe
a la dindmica acoplada de los dos sistemas (manipulador
y mévil), ya que un sistema pertuba al otro y viceversa,
asi la importancia de modelar en forma dindmica e integrada
ambos sistemas. Para el caso en particular, este error es
pequeilo, pero para aplicaciones con grandes velocidades y
aceleraciones ésto podria ser significativo.

En la Fig. 4 se presenta la sefial de control del mani-
pulador mévil. Se sintonizaron las ganancias de la ley de
control de tal manera que no se excediera de 3Nm para
fines précticos.

En la Fig. 5 se muestra la trayectoria generada en el
efector final en una vista isométrica (Fig. 5a) y una vista
de arriba (Fig. 5b).

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta el modelo dindmico acopla-
do de un manipulador paralelo montado sobre un robot
mévil omnidireccional. Este modelo incluye las relaciones
intrinsecas en velocidad, aceleracion y fuerza/pares que
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z1[m] H
- = —z2[m]
2 2z3[rad] |{
— - — - z4[rad]
2z5[rad] (]
z6[rad]

Sefial de error

z1[m]
- = —z2[m] H

z3[rad] A
— - — - z4[rad] |4
2z5[rad] [
2z6[rad] ||

Acercamiento de la sefial de error

tls]

Figura 3: Error de posicién en el seguimiento de la trayec-

toria.

Seial de control[Nm]
o

50 100 150
tls]

Figura 4: Sefial de control en el seguimiento de la trayec-
toria.

existen en ambos sistemas (manipulador y mévil). EI pre-
sente modelo se podrd aplicar para analizar y proponer
estrategias de control que compensen los efectos (pares y
fuerzas) producidos en el manipulador debido a grandes
aceleraciones en el robot mévil y viceversa.

La estabilidad de la estrategia de control propuesta indica
que el punto de equilibrio del sistema transformado (%)
converge a cero asintdticamente cuando el tiempo tiende a
infinito. Sin embargo se observé que los efectos del mévil
(manipulador) afectan en la convergencia del error a cero
en las coordenadas generalizadas del manipulador (mévil).

Trabajo futuro es el andlisis de los resultados obtenidos
con los resultados experimentales de un manipulador mévil
desarrollado en el CIDETEC-IPN bajo el proyecto SIP
20110165.
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APENDICE

A continuacion se muestran los elementos de las matrices
M, C'y G mostrados en la ecuacion (23).

M1 = mg +m1 +mg + mg + my +mg

Myg = Mgy = M2yq = Myz = Mz5 = Mgz = Mag = Mgz =0

My3 = M31 = m1pcy, + m2Pcy, + M3Pcg, + Mabcy, + M5Pcsy,

Mygq = Myy = —sin(q1)(l1my + lims + mipey, + m3peg,)

My5 = lgms sin(q2) — lgmgsin(g2) — m2aPcy, sin(q2) + mapcy, sin(qz)
+ m5peg, sin(q2 + q3)

Mg = Mg1 = m5pecg,, sin(az + 93)

Moo = mg + m1 + mg + mg + my + mg

Mag = Mgg = lmgpmi + lmgma + lmgmg + lmgma + lmg ms
— mp5peg, cos(q2 + q3) + lymy cos(qy) + lamg cos(qz) + 13 ms cos(qy)
— lymp cos(q2) + m1peq, cos(q1) + mapeg, cos(qa) + m3peg,, cos(qy)
— M4Pecy, cos(q2)
I I
+ Iy + Iz + I3 + Iy + = 4

zz TT TT TT T 2

5
yy

Mgy = I

2 2 2 2 2 2
Flhngm3 + i, ma+ Uy, ms + Mm1Pe,, tmape, +Mm3Pes

2
m
513051, + msy
5

2 2 2 2
— I I
+mapg,, +—— Pes, — T, cosa)® + 11 cos(ar)

2 2 2 2
— Iy cos(q2)” + Iz cos(qz)” — I3 cos(qq)” + I3  cos(q1)
Tz Yy zw yy
2 2 ) .
—1I4 cos(q2)” + 14 cos(q2)” + I sin(2q1) + I2 sin(2q2)
T vy zy Ty
Is  cos(2q2 + 2q3)
+ I3 sin(2q1) + I4 sin(2¢g) — —£L———
Ty Ty 2
n Isyy cos(2q2 + 24q3)

. 2 2
I5  sin(2q2 + 2q3) + 11 my cos(qq)
2 Ty

2 2 2 2 2 2
+13mg cos(q2)” + 11ms5 cos(q1)” + lgms cos(q2)
2 2 2 2 2 2
+mipg, cos(q1)“ + mepi,, cos(q2)” + m3Peg, cos(qy)
m5p§ST cos(2qo + 2q3)

2 2
+mapg,  cos(ez)” + 2

—lylgmg cos(q1 + q2) + lamgpeg,, cos(q1 + q2)

— limyapcy, cos(a1 + q2) — 2lmg M5Pcy, cos(q2 + a3)

— lymppeg, cos(q1 — g2 — q3)

+ 201 Iy my cos(q) + 2lalmg m3 cos(q2) + 211 by ms cos(qq)

— 2lglmgms cos(qz) + lamspeg, cos(a3) + 2lmg m1Peq, cos(ar)

+ 2y mapeg, c0s(ag) + 2mg m3pegy c08(q1) — 2lmg MaPeyy cos(az)

2 2
12 m

m2
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M3zyq

Msg

Myy

Mys

Ge

Ci12
C1a
C1s

Ci6
C21
Ca3

Cag
C31

C32
C33

D.R.

2
;= Mgs = mspZy +lams cos(ag)pes, + I5

2
5 = m‘r’pcf)m + 152

— limspeg, cos(qr + g2 + q3) — lilgams cos(q1 — q2)

+lagmgpeg, cos(qr — q2) — l1mapey, cos(qr — q2)

+ lamspeg, cos(2q92 + q3)

= Myg = Iy, cos(qy) + I3, cos(qr) + I, sin(q1) + I3, sin(q1)

— lymy4pey, sin(a1) — lymspes, sin(q1) — Mm1Pey, Pey, sin(a1)

— M3Pcg, Peg, sin(q1)

= Ms3 = —(I5,, cos(az + a3) + I, sin(az + q3) — Iz, cos(q2)

+ 14, cos(a2) — Iz, sin(q2) + I4,, sin(g2) — ms5Pcs, Pes, sin(az + ¢3)
+1lam3peg, sin(az) — lagmspey, sin(q2) + m2apeg, Peg, sin(a2)

— MyPcyy Pey, sin(g2))

= Mgz = —(I5,, cos(az + a3) + I, sin(a2 + a3)

— Mm5Peg, Pey, sin(az + g3))

=h +Is + Fmg +1Tms + mlpzlm + mspzam

= M54 = —(l1mspcg, cos(qr — g2 — q3) + l1lgms cos(q1 — q2)
— lagmgpeg, cos(qr — q2) + Limapcy, cos(q1 — q2))

5 = —limspeg, cos(q1 — 92 — 43)

2 2 2 2 2
= m3ly +mgly + 2msg cos(q3)laPes, + m2ape,  + ™Mapc,  + mM5Pey

+ Iy + Iy + I
2z 2z 2z

z

z
=Gy =G3=0
= g(lymyg cos(qr) + lims cos(q1) + mipey, cos(q1)

+

m3peg, c0s(q1))

= —g(mspcg, cos(q2 + g3) — lamg cos(qz) + lygms cos(q2)
— M2Peo, c0s(q2) + Mmypcey, cos(q2))

= —gms5pcg, cos(qz + q3)

= C13 = Cgz = C25 = C41 = Cyq = C51 = Ce1 = Cep =0
= —dm(mg + m1 +mg +m3 + my + ms)

= —cos(q1)(l1myg + l1ms + mipcy, + Mm3Pcg, )d1

= (m5p051: cos(qa + q3) — lgmg cos(qy) + lymg cos(qa)

— MmaPey, €0s(q2) + Mmybey, cos(q2))d2

= mspcy, cos(qa + ¢3)43 + 2mppeg,, cos(qz + 43)42

= dm(mo + m1 + mg + mz + my + ms)

= d2(lgms sin(q2) — lgmysin(qg) — mapey,, sin(az)

+

My Pey, sin(qz) + mspeg, sin(gz + q3))

= —dm sin(q1)(l1my + lyms + m1peq, + M3Pegy)

= ¢mmspes, sin(az + a3)

= ¢m (2lmg m1 + 2lmy ma + 2lmym3 + 2lmy my + 2lmy my
— 2m5peg,, cos(az + a3) + 201 my cos(qy)

+

2l3mg cos(q2) + 213 ms cos(qy) — 2lgms cos(az)
2m1peq, cos(q1) + 2mapegy,, cos(qz) + 2m3pceg,, cos(qy)

+

— 2mypey, cos(q2))
= —ém(2m1ipeq, +2m2pcy, +2mapeg, + 2mapey, + 2m5pey,)

cos(2q2)

= —(I, sin(2q2) — 214  cos(2q) — I sin(2qy) — 2Ig
vy zy - vy

— 14 sin(2q92) + I, sin(2q2) — 215 cos(2q2 + 2493)
oz zy

—I5  sin(292 + 293) + I5,, sin(292 + 293) + 15ms sin(242)
za

+ 13ms sin(2q2) + m2p§2w sin(2q2) + m4p§4w sin(2q2)

+ "151935z sin(2g2 + 2q3) — l1lgms sin(q1 + q2)
+lagmgpeg, sin(q1 + q2) — limapcy, sin(q1 + q2)

sin(q1 — g2 — q3)

sin(qg + q3) + l1m5pcy

— 2lmy m5pes 52

0T
+ 2l2lmg m3 sin(g2) — 2lglmy M5 sin(g2) + 2lmg m2pPey, sin(g2)
= 2lmg m4Pcy, sin(a2) — limspeg, sin(q1 + g2 + ¢3)

+l1lgms sin(q1 — q2) — l2m3pceg, sin(q1 — 92)

sin(2q2 + ¢3))42

+l1mapey, sin(q1 — q2) + 2lamspeg,

— (21 +2I3  — 4@ sin(2q1)
P

2 2
cos(qy)” — 4I3 cos(qp)” — I1
Ty Yy zy Ty T

+11,, sin(2q1) — I3 sin(2q1) + I3, sin(2q1) + 12m 4 sin(2q7)
xTxT
+12 in(2 2 in(2 ap2 in(2
Tms sin(2q1) + m1ps,  sin(2q1) + maps,  sin(2q1)
+ 201 lm g ma sin(qq) + 201 lmg mp sin(a1) + 2lmg m1Peq, sin(ar)
+ 2lmg m3Peg, sin(q1) — 2l1lgms cos(qz) sin(qy)
+ 2lgmgpeg,, cos(az) sin(qy) — 213 mypey, cos(az) sin(ay)
+ 213 m5pey, sin(q1) sin(gz) sin(gs)
— 2l3msPpey, cos(qz) cos(qz) sin(qy))dy
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= (I1,, cos(a1) + I3, cos(a1) — I, sin(a1) — Ig, , sin(a1)
—l1mygpecy, cos(q1) — liymppeg, cos(q1) — M1Pcy, Peq, cos(q1)
— Mm3Pcg, Peg, €0s(q1))d1

= (Is,, sin(a2 +93) =I5, cos(az + q3) + Iz, cos(a2)

— la,, cos(a2) — Ig, sin(a2) + L4, sin(az) + m5peg, Pes, cos(a2 + a3)

—lagmgpeg, cos(q2) +lamspey, cos(q2) — M2peg, Peg, c0s(q2)

+ m4pey, Pey, cos(a2))dz

= (Is,, sin(a2 +93) = I5, cos(az + q3) + m5pcs, Pes, cos(az + 43))d3
+ (215

yo sinaz +a3) — 2I5,_ cos(az + a3)

+ 2mgpeg, Peg, cos(a2 + a3))d2 — ém (15, sin(2qa2 + 2q3)

vy

—I5
X

. 2

sin(2q2 +2q3) — 215 cos(2qz + 2q3) + m5pg,  sin(2a2 + 2q3)
zy

— 2lmg mp5Pey, sin(a2 + a3) + limppesy, sin(a1 — 92 — 43)

+lamspeg, sin(qg) — limspey, sin(qr + 92 + 93)

+lamspes, sin(292 + a3))

= (2lymy sin(qy) + 2l m5 sin(q1) + 2mpey, sin(q1)

+ 2m3peg, sin(a1))dm

I, sin(2q1) Iy sin(2q1)
=Y " _ I3 cos(2q;) — —2Z
2 Ty 2
Iz sin(2q1) 13, sin(2
3 a1)
— Iy cos(2q) — —£& —
zy 2
13mysin(2q;) | 13mgsin(2q) | m1pe; sin(2a1)
+ + +
2 2 2
2 )
n m3pe,  sin(2q1) _ lilgmssin(ay + a2)
2 2
i lam3peg, sin(a1 +492)  limgpey, sin(ar + 92)
2 2
_ limspes, sin(ar — 92 — 43)

> +11lmy myg sinay) + l1lmg ms sin(ay)

+ lmgmiPey, sin(q1) + lmg m3pes,, sin(qy)
lymgpes, sin(ay + a2 +a3)  lilams sin(q1 — a2)
2 2

lomgpes, sin(qq — a2)  limapey, sin(qq — q2) ;
- m
2 2

= (Iamgpcg, sin(q1 — q2) — l1lymg sin(qy — q2)

— limspeg, sin(qr — g2 — 93) — lim4apey, sin(q1 — 92))d2

= —lymppeg, sin(qr — 92 — ¢3)d3 — 2l1mspey, sin(ql — g2 — 43)d2
= —(2lyms sin(qg) — 2lgm3gsin(gz) — 2m2pey,, sin(az)

+ 2mypey, sin(g2) + 2mspes, sin(az + a3))ém

I3, sin(2q2) Iy sin(292)
=2 = 1, cos(2qg) — —2Z
2 Ty 2
Iy sin(292) 14 . sin(2q3)
— Iz  cos(2qp) — —%& Yy
Ty 2
Is  sin(2qs + 2q3)
— Iy cos(2qg + 2¢q3) — —®L —
zy 2
i 2 . 2 N
Is,, sin(292 +293)  13mgsin(2q2)  1Fmssin(2qg)
+ +
2 2 2
mop? sin(2g2)  mgp?, sin(2q2)
c2z Cax
+ +
2 2
2 )
N mspg,  sin(2q2 + 2q3) _ lilgmssin(ay + a2)
2 2
i lamgpeg, sin(q1 +q2)  limapey, sin(a1 + q2)
2 2

1™M5Pcg, Sin(91 — 92 — a3)
2
+ lolmg m3 sin(q2) — lglmg ms sin(q2) + Ly mapeqy,, sin(qz)

l
— lmg mp5Ppey, sin(qz + q3) +

lymspeg,, sin(q1 + 92 + q3)

— lmgmapeyy sin(az) —

2
4 lilgmpsin(q; — q2)  lamgpceg, sin(ql — q2)
2 2
limapey, sin(a1 — q2) . .
+ 4:% +lamspey, sin(292 + g3) | ém

= (l1mspcg, sin(qql — g2 — q3) + l1lgms sin(q; — q2)
— lamgpeg, sin(q1 — q2) + l1mygpcy, sin(q1 — q2))d1
= —2l4mgpey, sin(ez)ds C56 = —lamspes, sin(az)ds
= —2mgpeg, sin(a2 + 93)ém

= lymspcg, sin(qr — g2 — 93)41 Ces = lymspeg, sin(qz)dz
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